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1. Res umen

En la siguiene memoria aborcaremos una serie de modelos qugen el
comportamiento poblacional de una o varias especies. Empezaremos hablando del
modelo malthusiano y de la funcion logistica, de sus cualidades lnsteciones

frente a un entorno natural.

A continuacién hablaremos del tema principal del trabajo, el modelo deprguadar

de LotkaVolterra. Qué es, cdmo se comporta y qué es capaz de predecir, asi como de
las principalesrestriccionesdel modelo. Haremos bastante ld@p® en como se
comporta, analizando diferentes grafidasspués trataremos otros modelos en donde se
muestran otros tipos de interrelacion entre las especie®) & el caso @ losmodels

competitivo y mutualista

También propondremosun ejemplo dondese ilustrard el comportamiento s
poblaciones (conejos y zorros) en un ambiente cerrapljcaremossu evolucion en

el tiempo

1. Abstract

In this monographlwe will address severahodels thagovernthe populatiordynamics
of one or severaspecies We will start talking about the Malthusian model and the

logistic functionand about their pros and cons

Next we will discussvhatthe predateprey model of LotkaVolterrais, how it behaves
and whatrelevant results does this modeport,as well agts main disadvantage§Ve

will focus especially in how it behaves by analysing different graphs. Then we will
presenither modelshat showdifferent kinds of interrelation between speciesich as

the competitive and mutualist models.

We alsoprovide anexampleof a system involvingwo populations (foxes and rabbits)
in a closed environment and we will explain the evolution of the populatidh&ver

time.




Las epecies pueden interactuar entre ellas de diferentes maneras, pudiendo ser estas
interacciones positivas (+), negativad ¢ no presentaningin efecto(0). Cuando

ninguna de las dos poblaciones afecta a la otra, la relacion es (0 0) o neutra. Si las dos
poblaciones se benefician mutuamente, la interaccion es (+ +), o pogitieeipe el

nombre denutualismo. Si la relacion no es esencial para la supervivencia de ninguna de
las poblaciones, la relacién es mutualismo no obligatorio y, por el contrarmalcclea

relacion es esencial para la supervivencia de ambas poblaciones, nos encontramos ante
un mutualismo obligatorio. Cuando una especie proporciona una condicién necesaria

para el bienestar de otra, la relaciéon (+ 0) es de comensalismo

Cuando la reladn va endetrimentode las poblaciones de ambas especies, (la
interaccién supone competencia. En algunos casos la interaccio)es)fa especie

reduce o afecta de manera adversa a la poblacion de otra especie, pero la especie
afectada no ejercemgun tipo de influencia sobre la primera. Esta relacion se la conoce
como comensalismo, laual segun muchos ecologd®. L. Smith y T. M. Smith

2001) es consideradeomo una forma de competencia.

Las relaciones en lasiguna de las especiss benefi@ a expensade la otra(+ -) son

la depredacién, glarasitismoy el parasitoidismo. La depredaciéa una relacion en la
quelos individuos de unaspecie (depredadorazan a individuos de la otra especie
(presa) para subsistif y siempre tiene un ef&o0 negativo sobre el individudsin
embargg a nivel de poblacidna menudo tieneru efecto mutualista. La depredacion
afectasobre toda losejemplaresenfermos o menaaptos de la poblacién de presas
de este modo beneficia tanto al depredador cania poblaciéon de presas. En el
parasitismo un organismo se alimenta de otro, raramente matandolo, pero si mermando
su supervivenciaPor el contrario, leparasitoidismo es como la depredacion en el
sentido de quda especie parasita se alimenta depsesa (huésped) causandole la
muertecon el tiempdR. L. Smith y T. M. Smith2002).




La relacién en la cual las poblaciones de ambas especies asociadas se ven afectadas
negativamente-(-) es competencia interespecifica. En la competencia interespecifica
asi como en la ilespecifica, logdividuoscompiten pormun recurso escasque a su

vez es compartido patos o mas especieBebido a la competengitos individuos

pueden verse obligados a aumentar los esfuerzos dedicados a la busqueda de alimentos.
Las poblaciones ddiferentes especies pueden vdmseadasa desviasu interés por las
bellotas, por ejemplo, por otros alimentos en menor demanda. La competencia
intraespecifica produce una seleccion hacia el ensanchamiento en la base de los recursos
utilizados, o una gneralizacion, mientras que la competencia interespecifica favorece
una reduccion en la base de recursos utilizados, o una especial{Badiorsmith y T.

M. Smith, 2001)

A finales del siglo XVIII, Malthus, publicé su ensagobredindmicade la poblacion
(An Essay on the Principle of Populatjpsegun el cugbropone el principio de quas
poblaciones humanas crecen exponencialmente (es decir, se daplicaada ciclp
Esta es uma observaciormuy simple pero bastante m@zable a su vez, y puede ser

formuladade la siguiente maneta. A. Berryman 1992).

Siendo 0 0 el tamafio de la poblaciéen el instanted, el modelo exponencial
presupone que la tasa de aumento de la poblacién es proporcional a la poblasign en

instante
Q0 (1)
—. @D o0
Qo
Ecuacion malthusiana

DondeQes uma constante de proporcionalidad.

La ecuacionmalthusiana en(1) puede resultar adecuada cuando el tamafio de la
poblacion es pequefio en relaciéon a las dinosesi delecosistemay, en ese casoQ
representarita tasa de aumento de la poblacion que iguala a la tasa de natalidad menos

la tasa de mortalidad.




Por el contrario, wandola poblacion cuyo crecimiento pretende ser estudiado mediante

la expresioren (1) alcanza un cierto tamafio en relacién al ambiente ecol6gico donde se
desarrolla la poblacién, el modelo exponencial puede dejar de ser adecuado porque los
factores limitantes del crecimiento como la escasez de recursos reduesa lde
incremento de la poblacioin esos casos resulta adecuado introducir un término que

dé cuenta de la capacidad del ecosistema para sostener una gran poblacién. El modelo
resultante llamado modelo logistico esta basado en la curva logisticaaceaufarma

de "S" (grafica 2.2. Estemodelo es adecuado para describir el crecimiento de una
poblacion de personas tanto como el de bacterias en un cultivo o la forma en que se

propaga una epidemia.

En 1838, el matematico belga Piefencois Verhulstras leer el ensayo de Malthus,
public6 un modelo continuo (basado en una ecuacion diferencial ordinaria) usando la

ecuacion logistica:
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Grafica2.2: Ecuacion logistica

Dondei es la tasa de crecimiento de la poblacidnlg capacidad de carga del entorno,
es decir, la cantidad méaxima de poblacién que es capaz de sostamerred de forma

indefinida.




3 Model o deopreesdcadaer
Vol terra

El concepto de competencia interespecifica es una de las piedras angulares de la
ecologia evolutiva. Darwin basé su idea de la seleccion natural emfgetncia y la

lucha por la supervivencia.

A principios del siglo XX, dos matematicos, el estadounidense Alfred Lotka y el
italiano Vittora Volterra, desarrollaron de manera independiente unas ecuaciones
matematicas que describen la relacién entre dosciespque compartenn mismo
recurso Las ecuaciones de Lotkeolterra, también conocidas como ecuaciones
depredadotpresa, son un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden,
acopladasautbnomag no linedes, que se usan para describir dinéas de sistemas

biolégicos en el que dos especies interactian, una como presa y otra como depredador.

El modelo de Lotka/olterra es el primero de muchos modelos de interac&ste
modelopresenta urcomportamiento oscilatoriaque estd provocado por urralacion
depredadoepresa con otra especie, cuyo comportamiento es oscilatorio tambiéh. En
grafico 3.1 vemos quela poblacién de laespecie presael rojo) y la poblacién
depredadorégn verdg presentan un comportamiento periédico, el cual ncaeskefo,

sino que hay un retraso constante de la especie depredadora con respecto &ktgresa.
retraso esta justificado porque los efectos de la variacion de la poblacion de presas en la

poblacién depredadora empiezan a notarse tras un cierto periodmge.ti

|



Evolucién temporal

— Presa
= Depredador

Poblacién

Tiempo

Grafica 3.1 Evolucion temporal de las poblaciones de pressespyedadores

Ningun modelaanterior de dinamica de poblacior@esenta tal caracteristiga que o

bien tiendea crecer exponencialmente (como el modelo Migitmo), obien tiendea
estabilizarse en un valor de equilibrio estable. Este caracter oscilatorio en el modelo es
debido a la interaccion entre ambas especies, quitando en consideracion otras variables

como variaciones en el ambiente.

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que involucra derivadas de una funcién
desconocida de una o mas variables. Si la funcién desconocida depende sélo de una
variable, la ecuacion se llama una ecuacion diferemcdiharia. Sin embargo, si la

funcion desconocida depende de mas de una variable la ecuacion se llama una ecuacién

diferencial parcial.

En este casoel modelo depredadgaresa de Lotkd/olterra se define medianten

sistema que incluye las siguientEsecuacionesliferenciaésordinariss:
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Donde’O esel nimerode depredadore®, es el nimerale presas y los parametros son

constantes positivas que representan:

| :tasa de crecimiento de las presas.

® : éxito en la caza del depredadgue afecta a lpresa
| :tasa de crecimiento de los depredadores.

@ : éxito en la caza, que afecta al depredador

= =2 =a =N

En el modelo de Lotk&olterra, el crecimiento tiene urtmponente Mitusianaj 0,
proporcional al tamafio de la poblacion, y otro términe depende del nimero de
encuentros depredadpresam 0 ‘Qque al aumentar hacen que el crecimientd dea

menor.

La segunda ecuacion puede ser interpretada analogamente. El crecimiéterde
ausencia d& seria negativo, proporcional’®@ 1 O, dado qued es la fuente de
alimento deO. Sin embargo en presencia de P, el nimero de contact@scda 0

aumenta el crecimiento @ proporcional @ ‘O

Por tanto, si no existiesen depredadores, la poblacion de presas creceria de forma
exponencial, mientras que si no hubieran presas, la especie depredadora descenderia en
poblacién, siguiendo un modelo malthusiano también. De esta manera, la poblacion
depredadora prospera al haber un nimero abundante de presas, pero vuelve a decaer al
vere reducido su suministro. Al descender el nimero de depredadores, la poblacion de
presas aumenta de nuevo. Estas dindmicas continGan en un ciclo, explicado

anteriormente, quescilade manera periodica.

Como los pamhetrosi y ®son constantes, la isoclina ce&raulclinapara las presas es
una lineaconstante en el eje horizah{linea verde de la gréfica 3.2Por debajo de esta

linea, la abundancia de depredadores es baja y la poblacion de presas aumenta, y por




encima de esta la densidad de depredadores es alta y la poblacion de pre§as baja
Baigent 2010.
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Gréfica3.2

La isoclina cero para los depredadores es una linea constante en etieyé (lieea
roja del gréfico 3.2 Hacia la izquierda dellinea la densidad de presas es baja por lo
gue descienden los depredadores, hacia la derecha la abundancia de presas es alta, por lo

gue aumenta la densidad de depredadores.

Superponiendoestas dos isoclinas obtenemos ceimportamiento de gblaciones
conuntas (grafico 3.8 El numero de depredadores aumenta cuando tenemos una
densidad alta de presas, esto lleva a un aumento en la presién sobre las presas y su
consiguiente descenso en poblacion. Estuvocaunaescasezle alimentos para los
depredadoreg un descenso en su abundancia, lo que alivia la presion sobre las presas y
aumentan su poblacion, lo que lleva al incremento de la densidad de depesds asi

se repite el bucle de manera indefinjBlaGanter2007)




Abundancia de depredadores (D)

Abundancia de presas (P)

Gréafica3.3

Encontramoglos tipos principales de respuesta de los depredadores a los cambios en la
densidad de sus presas. El primer tipo de respuesta, denominado respuesta funcional, se
refiere a un aumento en el nimero de presas capturadas por depredador, 0 a una captura
mas pematura, a medida que aumenta la poblacién de presas. El segundo, llamado
respuesta numérica, consiste en la tasa de reproduccién de un consumidor en funcion de
la disponibilidad alimentariad.as respuestas funcionalse pueden clasificagn tes

tipos basico$C. S. Holling 1965)(grafico 3.4.

En la respuesta de tipo |, el nimero de presas capturadas por el depredador aumenta de
forma lineal a medida que aumenta la densidad de presas, hasta llegar r@toun pu
maximo en el cual se estabiliza el nUmero de presasradps (panesA y B). La
respuesta de tipo | produce una mortalidad de presas independiente de su densidad,
hasta llegar al punto en que los depredadores estdn saciados por cddplto
Gascoigne y R. N. Lipciy2004)

En una respuesta de tipo Il, el niumero de presas capturadas aumentza dasa
decreciente, hasta llegar a un vateéximo (J. C. Gascoigne y R. N. Lipciu2004)
(paneks C y D). Un elemento importante en la respuesta de tipo Il es el tiempo d
manejode la presa por parte del depredador. El tiempo de manejo incluye tanto el
tiempo que se emplea en perseguiogster a la presa, como el que pasa durante su

consumo Yy digestion. Esto limita el nUmero de presas que puede procesar un depredador




por unidad de tiempo, y también reduce el tiempo disponible para buscar nuevas presas.
Como consecuencia, el nimero de asesonsumidas por unidad de tiempo disminuye

progresivamente al aumentar su nimero, hasta llegar a estabilizarse en un cierto valor.

(A) (B)

© (D)

Tasa de consumo del depredador

(F)

Probabilidad de supervivencia de la presa

Gréafica34

La respuesta de tipo lll es mas compleja que la de tipo Il y siempre implicadaqiee

de dos 0 mas especies preasarespuesta de tipo Ill es similar a la de tipo Il en grandes
densidades de presas. Pero a densidades medias y bajas de presas, la relacion entre el
ratio deconsumo de los depredadores y la densidad de las presaa (aanieksE y

F). Parauna respuesta de tipo lll, la pendiente de la curva alcanza su onéaimuna
densidadde presas media. Una respuesta de tipo Il puede surgir por un intercambio de

la especie presa, por lo que a una baja densidad de la espexid,dossdepredadores

pasan a la especie pres&IBC.Gascoigne y R. N. Lipciy2004).

La capadlad de incrementar la abundancia de la poblacién del depredador se halla

condicionadgpor la abundancia absoluta de la presaguela abundancia del propio

10



depredador carece de importancia. &mbargo a medida que aumentamos la densidad

del depredador a menudo se incrementa también la interferencia mutua entre
depredadores. Si este es el caso, las tasas de consumo individuales disminuiran y sera
necesario un mayor namero de presas para mantenateterminado numero de
depredadores. Por consiguiente, es de suponer que la isoclina cero para el depredador se
apartara progresivamente de la vertical. Ademas, a elevadas densidades, e incluso en
presencia de un quizas el lugar para anidar o los refygica la propia especie. Esto
establecera un limite superior para la poblacién de depredadores, independientemente
del numero de presas. Por tanto, parece razonable suponer que los consumidores
presentan generalmente una isoclina ceulcling parecidaal panel A de la grafica

3.5, (C. S. Holling 1965)

Cuando la densidad de las presas es baja no existe competencia intraespecifica y la
isoclina de la presa es la misma que la del modelo de-Matkarra (gréafica3.5). Pero

a medida que aumentan la densidad y la competentrizespecifica, la isoclina
disminuye gradualmente, hasta que la capacidabblacion sostenibl@ ) alcanza el

eje de la presa.

Si combinamos ambas isoclinésdd depredador Ya dela presa(panel C, grafic8.5)
obtendremos que las oscilacisngguen siendo en general aparentes, pero estas ya no
son neutralmente estables. En su lugar, se trata de oscilaciones amortiguadas que

convergen en un equilibrio estable

=

(B)

Densidad del depredador (D)
—_—

Densidad de la presa (P) po—_ Ky

Grafica3.5

Cuando el depredador es relativamente iciezite, es decir, cuando se requieren
muchas presas para mantener una poblacién reducida de depesdgurva ii de la
gréfica 3.5, panel), las oscilaciones se amortiguan con rapidez, pero la abundancia de

equilibrio de las presasi() no es muy inferior al equilibrio en ausencia de

11



depredadoresi( ). En cambio, cuando los depredadores son mas eficientes (curva i),
0° es mas baja y la densidad de equilibrio de los depredaddress mas altgyor lo

guela interacobn seramenos estableSi los depredadores presentan una competencia
intraespecifica muy intensa, entonces la estabilidad es relativamente elevada y es
posible que la abundancia no oscile en absoluto (curvadiiitendera a ser baja,
mientras quea) * tenderd a ser no muy inferiorba . Por ello, en las interacciones con
competencia intraespecifica parece existir un contraste entre aquellas en las que la
densidad del depredor es bajajondela densidad se ve poco afectada y los esquemas

de alundancia son estables, y aquellas en las que la densidad del depredador es elevada,
en cuyo casta densilad de la presa se ve mas drasticamente reducida y los esquemas

de abundancia son menos estafiiésBegon,J. L. Harper y C. R. Townsenti999.

(i)

Tiempo

(i)

N —> Tiempo

Grafica3.5(cont.)
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Si colocasemos Tt TOXE ¢ ‘QéAdina isla grande con un gran suministro de alimentos,

¢,como variaria su poblacién a lo largo del tiempo?

Si denotamos pob 0 o al nimero de conejos en imstantet (medido en meses,

por ejemplo) podriamos hacer una serie gredicciones para la funcidn 6 . Para ello
necesitaremos crear un modelo de la poblacion de conejos, el cual serd demasiado
simple. Vamos a asumir que para cualginstantet la tasa a la cual la poblacion de
conejos crece es proporcional al nUmereaigejos presentes en ese momento. Es decir,

si hay el doble de conejos, entonces la tasa de crecimiento sera el doble. Esta suposicion

nos lleva a crear la siguiente ecuacion diferencial:

O WEE QT
' Yaan

oM~

,Q 5
Qo

Q

Si asumimos que esla tasa de crecimiento de la poblacién de conejos, y su unidad es
conejos/mes por conej@Supongamos que T O & ‘TONOH € d¢ & QD
significa que cada mes un conejo producifo ¢ ¢ 'Q for tanto se necesitaran 10

mesesde media, para producir un nuevo individuo.

Como al principiohabiag 1 Toré ¢ 'Q fdémos establecer un valor inicial para la

funciono o :

QUQO 1O

0Tt CTITIT

Como086 10 0 wé ¢ FOOYOI T ¢ nrdd | AR ia®de crecimiento

inicial es 08Tt ¢ mMaé & 'FAO.i Si esta tasa persistiera durante 20 afios (240
meses),0 incrementaria @ Y 1T w & £ Q ‘S¥NAndole los 2000 iniciales, tendriamos

v Tt ¢ 'QBih embargo comd esta constanteente aumentando, la ecuacion
diferencial nos dice que la tasa de crecimiento también estaria en un constante aumento.
Por lo tanto, losu Tt Tt @ & ¢ 'Q Qéedarian muy por debajo de lo que este modelo

predeciria.

13



Si mantuviéramosi ¢ mMaié ¢ YOO, la grafica mostraria una linea recta
ascendente, con una pendiente constante,ipestd aumentando constantemente, asi

que la curva real seria ascendente (gr&i6a

Grafica donde r crece continuamente

Gréfica si r se mantuviera constante a 200

Numero de conejos

2000

Tiempo
Grafica3.6

Este modelo es muy simple paradbir lo que le pasaria a una poblacion de conejos.
Uno de los principales fallos es que predice que la poblacion de conejos creceria
infinitamente, en 20 afios la poblacién de conejos alcanzaria la poco realista cifra de 5

trillones.

Una manera de acerc@s mas a la realidad y evitar el crecimiento sin limites es
modificando la ecuacién de manera que tenga en cuenta que un ecosistema dado puede
soportar un namero finito de criaturas en un tiempo dado. Este niumero es el que
llamamos anteriormente a la emjlad de carga del sistema. Esto supone que cuando
una poblacion es acerca a la capacidad de cHgda(poblacion dejara de crecer, o
reducira su ritmo. Al alcanza® la poblacion dejara de crecer y mantendra el nimero de

individuos.

Supongamos que capacidad de carga de la isla eg de 1t @ & ¢ 'Q BHoria tenemos
que buscar una expresion tlepara que cuando ¢ T 11 &stasea parecida a la
ecuacion inicial, pero cuandp se acerca a 2500D,tienda a 0. Un modelo que tiene

esto que henwespecificado es la ecuacién logistica:

14



@ 10 pz0iTQ wé & qOi

C

Si la capacidad dearga de la islas dec v T w &t ¢ 'Q D& tasa de crecimiento de la
poblacién de conejos se mantienergo ¢ & 'FEE i entonces l@cuacion logistica

quedaria de la siguiente manera:
Ve 0 pz0Fc v T ramé & 'FAOO i

A medida que P se aproxima a 25000 vemos danpoblacién empieza a crecer a una

velocidad menor. Estas observaciones concuematombtenido en el gfiéo 3.7.

ecuacién exponencial

ecuacion logistica

Numero de conejos

L]
(=3
j=3
o

0 Tiempo

Gréafica3.7

Ninguna especie vive sola en su ambiente, y lo mismo le sucede a nuestra poblacion de
conejos. Vamos a enriquecer nuestro modelo afiadiendo una segunda especie que cazara
a los conejos (zorros). Vamos a asumue los conejos viven en un habitat con

abundante vegetacion, y por tanto éstos seran la Unica fuente de alimentos de los zorros.

Vamos a llamar a la poblacion de zorf@¢depredador) y la de conejos seguira siendo
0 (presas)Oy 0 son funciones de t (tiempo, en mes&)d y U 6 8Buscamos una

ecuacion diferencial que describa como la tasas de crecimientd ¢eOb estan

15



relacionadas con los tamafios poblaales ded y O. Haremos las siguientes

suposiciones

1 En ausencia de zorros, la poblacion de conejos crecera de manera logistica.

{1 La poblacion de conejos decrecerd a un ritmo proporcional al producto de ambas
poblaciones {{ ‘Q. La muerte de los conejol cual depende del nimero de
encuentros entre conejos y zorros, sera aproximadamente proporoiopaDa
y por lo tanto su producto.

1 En ausencia de conejos, la poblacion de zorros decrecera a una tasa proporcional
al nimero de zorros presentes.

1 La pobacion de zorros aumenta a una tasa proporcional al numero de encuentros
entre zorros y conejos, le cual es proporcional al produd@o

Con estas suposiciones podemos crear las ecuaciones diferenciales que expliquen el

modelo:

O ®O0O 10

Estas son las ecuaciones de depredpesa de Lotkd/olterra, con el afiadido de la

capacidad de carga del ambieri@ (Los parametros son constantes positivas:

g 1 :tasa de crecimiento de las presas.

g : éxito en la caza del depredador.

g 1 :tasa de crecimiento de los depredadores.

g W : éxito en la caza y cuanto alimenta cazar una presa al depredador.

Teniendo el modelo solo nos queda introducir los datos oportunos para ver como se

comporta la gifica:

B OE & FOON EDE & QQE
OgBtmmé ¢ FDOHED O

| BT £ MOEAR EdE Q8 &
Ggetnmati TeEAR 0 @
Odp mMmwire QQE |

= =4 =4 -4 =N

Por tanto las ecuaaies quedarian de la siguiente manera:
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Para poder seguir este modelo y saber cdmo avanzan las poblaciangs@en el
futuro necesitamos saber el tamafio de las poblaciones inicksemamos que en
0 Ttthay 2000 conejos y 10 zorros. Ambas poblaciones variaran de la siguiente manera

durante los préximos 250 meses:

3000 30

2500 d/\\ 25
Zorros
2000 \ /\ \ Pl P9

8 z
: / \ \ ﬂ< \ / 5
: :
S 1500 1 15 o
o / \ \%7 \ /\ N
2 )
£ 1000 : —10 3
2 \J -
Conejos
500 — 5
0 0
0 50 100 150 200 250

Tiempo (meses)
Grafica3.8

En la gréfica3.8 observamos como con el paso del tiempo las poblaciones de cpnejos

zorros se estabilizan y se crea un ciclo constante.
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4 Model il zaci -n de ot
l nt erespec?fil cas

Ademas del modelo depredagmesa visto en la seccion anterior, podemos encontrar
otros en la naturaleza como el modetmmpetitivo y el modelanutualista. Lo que
diferencia a cada uno de estos modelos se basa en como interaccionan entre ellas las
especies. Si una especie sirve como alimento para otra, estamos ante un modelo
depredadepresa; si las dos especies compiten por el mismo recursoosstate un

modelo competitivo; y si encontramos una cooperacion entre las especies entonces
podremos decir que viven en simbiosis, y por tanto nos encontramos ante un modelo

mutualista o cooperativiM. Begon,J. L. Harper y C. R. Townsen2006.

La competicié implica que el incremento del nUmero de individuos de una especie

tiene un efecto adverso sobre el crecimiento de los individuos de la otra, y viceversa.

Partiendade la ecuacion logistica que describe el crecimiento de poblaciones:

Qv . L 0

Q0 | Vo
Donde recordamos que es el tamafio poblacional,es la tasa de crecimientovyel
tamafio de poblacién sosteniblee puede modificata ecuacion para cada especie
afadiéndole un coeficiente qdé cuentadel efectocompetitivo de una especie sobre el
crecimiento de la otra. Para la especie 1 este coeficienté)eslondel es el nimero
de individuos de la especie 2 yes el impacto competitivo por individuo que ejerce la
especie 2 sobre la especie 1. Esta corestasm realidad, convierte el nimero de
miembros de la poblacién de una especie en un numero equivalente de miembros de la
otra. De manera andaloga el coeficiente para la especi¢ eE. R. Pianka2016.
Por tanto ahora tenemos un par de ecuaciones que considemamfatanmpetencia

intraespecific@omo la interespecifica:
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Si eliminamos la competencia interespecifica de las ecuaciones, esto producira un
aumento exponencial de la poblacion de cada especie hasta llegapuntande
equilibrio con'Q o capacidd de cargaEsto seria eliminandpo igualanda) a 0, para

la ecuacion 1; y eliminando o igualanda) a O para la ecuacion 2.

El tamafio de poblacion sostenilpiera laespecie 1 es , y a medida que su poblacién

(0 ) se aproxima a , el crecimiento poblaciona\y) TA0) se aproxima a cero. Sin
embargo la especie 2 también estd compitiendo por el recurso limitado y tiene un efecto
sobre la especie 1. Considerandal efecto de la especie 2 sobre la 1, el efecto total de

la epecie 2 sobre la 1 serd . A medida que la poblacién combinadep( | 0 ) se
aproxima a0 , la tasa de crecimiento de la especie 1 se aproximara a cero. Cuanto
mayor sea la densidad de la especie competidorianjayor sera su efectmlsre la
reduccion de la tasa de crecimierif (¥Q pde la especie 1. Cuanto menor sea la tasa
de crecimiento de la especie 1, mesera su densidad poblacional ). Si baja la
densidad de la especie 1, menor sera el efecto competitivo acspdcie X (0 ). Si

baja el efecto competitivo sobre la especie 2, su tasa de crecim@nt@F@(H
aumentara. Y a mayor poblacion de especie 2, mayor sera la influencia negativa sobre la

especie 1/ (0 ).

El resultado de la competenc@ependera entors de los valores relativos de, U

| yf.Si0 QT , 0 no puede crecer nuncg;analogamentsi 0 Ox,0
tampocopodracrecernunca. Por decirlo de otro modo, la presencia de la especie 1
disminuye la capacidad de cargara la especie 2 a una tasa determinada. De igual
manera, la especie 2 disminuye la capacidad de carga para la especie 1 a una tasa
determinadalE. R. Pianka2016. La raz6n se debe a que cada especie tiene que

compartir unos recursos limitadosn la otra.

Dependiendo de la combinacién de valores pana para] y T , las ecuaciones de

Lotka-Volterra predicen cuatro posibles resultados.
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1 En dos situaciones una especie gana sobre la otra. En un caso la especie 1 inhibe
le crecimiento de la especie 2, al mismo tiempo que continua creciendo ella
misma. Enel otro caso es la especie 2 la que inhibe a la especie 1 y continua

creciendo.

1 En la tercera situacion cada especie se inhibe mutuamente su crecimiento, hasta
la desaparicion de la que menos densidad tuviera. Ambas especies resisten en un

equilibrio inesable, hasta que finalmente una especie gana.

1 En la cuarta situacién ninguna poblacion puede alcanzar unaaemsipaz de
eliminar a la otraCada especie inhibe su propio crecimiento poblacional mas

gue elcrecimiento de la otra especie.

K
K/a,, 2
4 — " |
| Especie 1 disminuye | [Especie 2 disminuye |
N, N,
—
[ Especie 1 aumenta | | Especie 2 aumenta |
—_—
> KI > K,/a,,
N, N;

Gréfica4.1

En cada gréfica etje de abscisasepresenta el tamafio poblacional de la especie 1
mientras que el ejde ordenadasepresenta el tamafio poblacional de la especie 2. Las
lineas diagonales se llamarmdBnas de crecimiento 0. Las isoclinas de crecimiento O
para las especies 1y 2 se representda grafica 4.1En el espacio que hay por debajo
de la linea o isoclina para la especjectialquier combinacién dé y 0 esta por
debajo de la capacidad de carga; por tanto la poblacion esta crecig@nd@ fes
mayor que 0). Este crecimiento esta representado por las lineas paralelasleal eje
abscisagjue apuntan en lireccion de valores mayoresia. En el espacio que hay por

encima de lasoclina las combinaciones de y U estan por encima de la capacidad de
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carga; por tanto la poblacion decre&®) (FQ des menor que 0). En esta region las

flechas apuntan en la direccién de dramsion del tamafio poblacional.

(A) Especie 1 gana (B) Especie 2 gana

Gréfica4d.2

La gréfica 4.2representa los posibles resultados cuando se combinan las isoclinas de
ambas especie® y U ). Cuando la competicién interespecifica es mayor que la
intraespecifica, el resultado dedende las densidades de las especies. Asi, los
individuos de ambas especies compiten mas contra los individuos de la otra especie que
contralos dela suya misma. La consecuencia es un dgpdliinestable, combinacién de

0 y U0 (donde las isoclias se cruzgny dos puntos estables. En uno de los puntos
estables, la especie 1 alcanza la capacidad de carga, con la especie 2 extinta, mientras
gue en el otro punto estable, la especie 2 es la que alcanza la capacidad de carga con la
especie 1 extintd.a especie ganadora sera la que mayor densidad tuviera al inicio del

equilibrio, forzando a la otra especie a su extin¢iarkR. Pianka2016.
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Cuando la competicién interespecifica es menor que la intraespecifica, ambas especies
coexisten D). En este caso, ambas especiesdn un menor efecto competitivo sobre la
otra especie, que lo tienen sobre si mismas. El resultado sera un equilibrio estable

combinacion de ambas especies

Para el caso del modelo mutualidta LotkaVolterraconsderamos dos poblaciones de
especies diferentes que se ayudan mutuamente para subsistir en un mismo hébitat. La

ecuacion toma la siguiente forma:

'Ql,j 4 lt) 6 6 T s owen X MU ’ \ R

I'Pm 10 5 T QwoerRiadi N PwQQ

R0 06 TG O
Y00 V) 5 woes® Wiauw N Xw

La principal diferencia entre el modelo competitivo y el mutualista radica en que el
efecto de una especie sobre la ofral( es positivo, en lugar de negativo. Las
ecuaciones del modelo mutualista son, en esencia, la ecuacion logistica de crecimient
(gréfica 4.3 masla interaccion mutualista. El@inof Urepresenta el incremento de

la poblacién de la especie 1 como resultado de la presencia de una poblaciéon de la
especie 2, y viceversa. Como el término es siempre positicoementos en la
pobacion de una especie lleva al incremento de la poblacion de la otra especie y
viceversa. Como resultado, el modelo mutualista de bdtieerra crea predicciones
biol6gicamente inexactas y con una simpleza que no encontraremos en un entorno
natural: el mtualismo es inestable, lleva a un crecimiento poblacional sin limites
debido a un feedback positivo interminable, el mutualismo es estable sélo si las
interacciones son débilgfo asimétricagN. J. Holland 2012)

Como con el modelo de competicion interespecifica de L-M&Herra, podemos
representar las isoclinas para las dos especies mutualistas que apgarecsmns

respectivas ecuaciongsrafica 4.3).
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o N, o N,

Gréafica 43

Si el producto de las interacciones es mayor a undg ( p), de manera que las
isoclinas0 y 0 no se crucen entrs, entonces el escemna del panel A de la grafica
4.3resulta en un crecimiento sin limite por parte de las poblaciones de las especies 1y
2. Si las interacciones son débiles o asimétricas de manera que el producto sea menor a
uno { T p), entonces ocurre una interseccion entre las isoclinas y un equilibrio

estable, como en el escenario del panel B (gréfi@a
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5, Concl usi ones

Hemospresentady analizado el modelo depredagoesa de Lotk&/olterra, asi como
la funcién logistica, el modelo malthusiano y los modelos competitivos y cooperativos

de LotkaVolterra.

En el caso del modelo malthusiano, se han sefalaaserie de problemas intrinsecos.
Para empezar, el crecimiento de una poblagi@siga este patrpno tiene ningan tipo

de limitacién, por tanto el crecimiento es exponendid. bien sabido que en la
naturalezaeste fenomeno raramente oculyeor ello sedisefidla funcion logistica (o
ecuacion Verhulst),que incorporaun término llamado capacidadde poblacion
sostenibleHemos mostrado que el efecto de este término pratheceurva sigmoidea

(a diferencia de la curva exponencial), en la cual, la poblacion al alcanzar cierto umbral

reduce su tasa de crecimiento hasta estancarse y dejar de crecer.

La funcion logistica explica un poco mejor como se comporta un poblacién en un
entorno natural, pero seguimos muy alejados de la realigubndiendale la especie

nos podremos encontrar con (ggta sea depredadora o presa, 0 experimente otro tipo
de interelacién con otras especies. En el caso de que sea presa o depredador, Lotka y
Volterra dieron con un sistema de ecuaciones diferencialesstpidece la dinamiae

ambas poblaciones a lo largo del tiempo. A pesar de ser una mejora con respecto a la
funcion logistica, sigue presentando muchas careifdiaSaez 2015. Para que este

modelo funcione adecuadamente debemos aceptar una serie de premisas:

1 El ecosistema debe estar aislado: no hay migracién, no hay otras especies presentes,
no hay plagas...

1 La poblacion de presan ausencia de depredadores crece de manera exponencial: la
velocidad de reproduccion es proporcional al numero de individuos. Las presas solo
mueren cuando son cazadas por el depredador.

1 La poblacion de depredadores en ausencia de presas decrece rdeexaoeencial

Ademas se dan situaciones carentes de significado fisico o biolégico, tales como la nula
estabilidad estructural, o la explosiéon de poblacion en determinadas circunstancias

(como puede ser modificar las poblaciones iniciales).
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Las ecuacioes competitiva y mutualista (0 cooperativa) tienen en cuenta la
competencia intraespecifica, algo que no se da en ellondelgredadoepresa, pero que

se puede incluir (como se hizo en el apartado 3.4). La inclusion de la competencia
intraespecifica evitague se dé lugar a situaciones absurdas como puede ser el

crecimiento descontrolado de una poblacion u otra.

Por otro lado tenemos las respuestas funcionales de Haldngspuesta funcional de

los depredadores expresa la influencia del comportamienkosdenemigos naturales
como individuos sobre la dinamica poblacional. Sin embargo, existen numerosas
limitaciones inherentes al proceso de estimacion que afectan la confianza en los
resultados y, en consecuencia, en las conclusiones biologicas. Estasidimet
incluyen el disefio experimental, el método estadistico y el modelo de respuesta

funcional usados para analizar los datos y estimar sus parametros.

Tenemos un gran numero de herramientas para poder predecir, con mayor o menor
precision, el comportaiento de una o varias poblaciones. En este trabajo mi objetivo
fue exponer y explicar varios de estos modelos, poniendo especial énfasis en el modelo

de depredadegpresa de Lotk¥d/olterra.

5, Concl usi ons

We haveseen andanalysedthe LotkaVolterra predatoprey model, as well as the
logistic function, the Malthusian model and the competitive and cooperative models of

Lotka-Volterra.

In the case of the Malthusian model, we have pointedaontumber of intrinsic
problems.For instancethe growth of a poputeon is not constrainedsoits growth is
exponential.lt is well-known thatthis is seldom the case nature, anchencethe
logistic function (or Verhulst equation) wakerived to includean element called the
carrying capacity of the environment. Thterm produces a sigmoidtype curve (as
opposed to the exponentigbe curve), in which the population reaching a certain

threshold reduces its growth rate until it stagnates and stops growing.

The logistic functionexplains slightlybetter how a populatiorbehaves in a natural

environment, but ware stillvery far from realityWe can find in nature species that are
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either predatory or prey, othey may even manifest other types of interrelation with
other speciesDepending on its role, wheth@rey or pedator, Lotka and Volterra
introduced a system of differential equations that predict the evolution of both
populations over time. In spite of being an improvement with respect to the logistic
function, it still presents many deficienciés. Saez 2015. For this modeld work

properly we must accept a number of premises:

1 The ecosystem must be isolated: no migration, no other species present, no pests ...

1 The population of prey in the absence of predators grows exponentially: the rate of
reproduction is proportional to ehnumber of individualsPreysonly die when
hunted by the predator.

1 The population of predators in the absence of prey decreases exponentially.

In addition there are situations with no physical or biologigdlanation such as zero
structural stabilityor population explosion in certain circumstances (such as modifying
initial populationgo certain levels

The competitive and mutualist equations take into account intraspecific competition,
something that does not occur in the predatey model, butan be included (as was
done in section 3.4). The inclusion of intraspecific competition prevents the occurrence

of absurd situations such as the uncontrolled growth of one population or another.

On the other hand we have the functional answers of Hollihg.functional response

of predators expresses the influence of the behaviour of natural enemies as individuals
on population dynamics. However, there are numerous limitations inherent in the
estimation process that affect confidence in the results amsequently, in the
biological conclusions. These limitations include the experimental design, the statistical
method and the functional response model used to analyse the data and estimate its

parameters.

We have a large numbef mathematicatools to pedict, with greater or less precision,
the behaviourof one or several populations. The objective of themograph has been
focused on presenting and explains®yeral of these models, with special emphasis on

the predatoprey model of Lotka/olterra.
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